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算法 1

状压 dp，设 f(S) 表示，填了前 |S| 个位置，出现数的集合为 S，的方案数之
和。

转移时直接枚举后一个元素，时间复杂度 O(n2n)。可以通过测试点 1 ∼ 4，期
望得分 20 分。
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算法 2

考虑测试点 5 ∼ 7。

记 f(i, j) 表示确定好前 i 个数之间的大小关系，第 i 个数的 rank 是 j，的权
值积之和。

转移我们可以暴力一点，直接枚举第 i+ 1 个数的 rank，这样就是 O(n3) 的，
期望得分 15 分。

结合算法 1，总共可以获得 35 分。
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算法 3.1

我们发现这个 S 在 dp 中刻画起来不是特别方便，这是由于同时存在上升和下
降的要求。

所以我们需要做一个转化，记 w′
i = wi − 1，这样

∏
i∈S

wi =
∏
i∈S

(w′
i + 1)

这个的组合意义就是，从 S 中再选择一个集合 T，T 中所有位置的权值之积
的和。这样转换后，我们就不需要处理下降的限制了。
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算法 3.1

假定我们此时已经选择好这个 T，这时原序列会被划分成若干个（不一定极长
的）上升段。接着如果一个上升段存在某个位置是已经被确定的，这个限制分
裂成可以变成“左边到这个位置”和“这个位置到右边”都是上升的。

所以现在需要考虑的有四类：

一个限制中不存在任何位置被确定。

一个限制的首尾都被确定。

一个限制只有尾被确定。

一个限制只有首被确定。
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算法 3.1

我们首先不考虑第一类，看看只有后三类的时候怎么做。

这时假设我们从左到右考虑到以 i 结尾的上升段，那么只有最后一类限制会出
现 > premax := max1≤j≤i pj 的数。

于是我们记 f(i, j) 表示：从左往右填到以 i 结尾的上升段，[1, i] 中有 j 个位
置的数 > premax，我们尚未知道这些数具体填什么，但我们已经知道他们之
间的大小关系，所有情况权值积的和。
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算法 3.1

考虑主动转移，从 f(i, j) 贡献到 f(k, j′)。从左往右不断加整个限制，每当我
们加入一个限制，首先需要考虑 (premax, premax′) 中哪些数出现在前面。

设 ∆ = premax′ − premax− 1。记 g(j) 表示我们加入当前的限制后，存在 j

个大于 premax。枚举 d，这就是从 g(j) 转移到 g′(j − d)，系数为
(
∆
d

)
。
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算法 3.1

然后考虑新增的这一段限制，设 zeros 表示一段未填数的个数。

那么分类讨论每种情况的转移：

如果是第二类，则从 g(j) 转移到 g′(j)，系数为
(
∆−d
zeros

)
。

如果是第三类，则从 g(j) 转移到 g′(j)，系数为
(
premax′−1−i+j

zeros

)
。

如果是第四类，从 g(j) 转移到 g′(j + zeros)，系数为
(
j+zeros

j

)
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算法 3.1

然后考虑一下现在的复杂度，状态数为 n2。转移时我们要枚举 k，考虑到最后
加段的时候是 O(1) 的，瓶颈在于 premax 的增加。

考虑到我们是一个一个加限制，d 的上界是 ∆，而
∑

∆ = O(n)。所以迄今为
止都是 O(n3) 的。

问题在于第一类转移，这时我们需要额外枚举一个 l，表示在这一段有多少
> premax 的。则转移从 g(j) 到 g(j + l)，系数是

(
premax−1−i

zeros−l

)
×

(
j+l
l

)
。

这是 O(n4) 的，结合前面的部分分期望得分 65 分。
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算法 3.2

优化也是简单的。枚举 t := zeros− l，我们只需保证 t+ l ≤ max zeros。

观察转移里每一项，要么和 l 相关，要么和 t 相关。不存在与二者同时相关的
项。

所以可以直接分步转移，时间复杂度 O(n3)，期望得分 100 分。
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算法 4

上面是使用一次容斥的做法，接下来我来介绍一下验题人的使用零次容斥的做
法。

考虑直接 dp。由于已经填好的值是单调递增的，相邻的值之间会具有相似的
结构，所以可以对每一对相邻的值之间的部分进行 dp。

这里不妨设 p0 = 0, pn+1 = n+ 1，则我们依次考虑所以极长的未填值的区间
(l, r)，即 pl, pr 已经固定，∀l < i < r, pi 还未确定。
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算法 4

由于我们只关心相对大小关系而非 pi 的具体值，将所有值分为
[0, pl), (pl, pr), (pr, n+ 1] 这三个部分，只需要记录每个部分填了多少个数。

进一步注意到，在 l 之前的部分没有任何 > pl 的元素已经被确定，所以可以
只确定 [0, pl) 部分的值，对于 (pl, n+ 1] 这个部分，我们只确定元素之间的相
对排名关系，而暂时不赋具体的值。

这样可以记 fi,j 表示考虑到第 i 个极长连续段，前面有 j 个元素的值 < pl 且
已经被确定。
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算法 4

转移时，可以对 (l, r) 内的元素做最朴素的 dp（dpi,j 表示考虑到 i，最后一个
元素的排名为 j 的答案）。需要额外记录 [0, pl) 和 (pl, pr) 这两个部分分别填
了多少个元素。

在区间内转移结束后，再枚举 l 之前的部分有多少个元素填在了 (pl, pr) 这个
区间内。这些元素的相对排名已经被确定，但它们与当前这一段的元素之间没
有关系，所以可以自由组合，乘一个组合数的系数即可完成转移。

直接实现可以得到一个多项式复杂度的做法，视实现不同可以做到
O(n6) ∼ O(n4) 不等。注意到最后一个数是 pr，所以它的排名结合 pl 的排名
可以直接推断出三个区间内各有多少个元素，因此只需要在记录最后一个元素
排名的同时记录 pl 的排名即可。通过前缀和优化转移可以做到段内转移
O(n3)，段之间合并 O(n4)。期望得分为 50 ∼ 65（根据不同的实现）。
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算法 4

这个做法的瓶颈在于合并一个连续段的结果与之前部分的信息。考虑将这一段
的信息融合进之前的信息进行 dp。在段开始的时候，可以看作 pl 下面有若干
个空位，在填这些空位的时候必须直接填入具体的值而不能只确定排名。

在填 > pl 的部分时，只关心相对排名而不填具体的值。这样在最后一个元素
< pl 时，我们记录它的值（有多少空位），在最后一个元素 > pl 时，我们记录
它的排名。

即令 fi,j 表示 pl 下面还有 i 个空位没有填，最后一个元素 < pl 且下面还有 j

个空位没有填。令 gi,j 表示 pl 下面还有 i 个空位没有填，最后一个元素与 pl

之间已经填了 j 个元素。
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< pl 时，我们记录它的值（有多少空位），在最后一个元素 > pl 时，我们记录
它的排名。

即令 fi,j 表示 pl 下面还有 i 个空位没有填，最后一个元素 < pl 且下面还有 j

个空位没有填。令 gi,j 表示 pl 下面还有 i 个空位没有填，最后一个元素与 pl

之间已经填了 j 个元素。
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算法 4

这部分的转移容易使用前缀和优化做到 O(n3)。考虑怎么在 pr 处更新整个前
缀的信息。

由于 pr > pl，只有 g 才是有用的。

对于 gi,j，枚举 l 之前有多少个在 (pl, pr) 之间的元素，与当前的 j 个元素用
组合数合并，然后加上 i 就是现在 pr 之下空位的数量，而这恰好就是整段 dp
需要记录的信息。

所以枚举一个值即可，复杂度 O(n3)。期望得分 100 分。
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可能存在的算法 5

出题人有一个使用两次容斥的做法。

但由于他最开始是 O(n4) 的，而且声称自己懒得想怎么任意模数。

所以这里不讲这个做法了。
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