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三生三世的财富 解题报告

华东师范大学第二附属中学 韩书简

题目大意

Alice 和 Bob 在一个长度为 n 的序列上博弈。序列中每个元素的值只能是 0 或 1，且每个元素

的取值时刻在游戏开始前就已确定。

给定长度为 n 的序列 p 和 a，其中 p 是 1… n 的一个排列，ai {-2,-1,0,1}∈ 。

序列的第 i 个元素会在第 pi 个时刻确定取值，规则如下：

 若 ai=0，则该元素被赋值为 0；

 若 ai=1，则该元素被赋值为 1；

 若 ai=-1，则该元素的值由 Alice 在该时刻决定；

 若 ai=-2，则该元素的值由 Bob 在该时刻决定。

游戏开始前，Alice 和 Bob 都知道序列 p 和序列 a。游戏共进行 n 个时刻，第 k 个时刻确定的

是满足 pi=k 的那个位置 i 的取值；n 个时刻结束后，序列的每个元素都恰好被确定了一次取值。

同色连续段被定义为一个二元组 (l,r) 满足 l≤ r，且第 l 个元素到第 r 个元素的值全部相同；若

它不能再向左右延伸（即 l=1 或第 l-1 个元素与它们不同，且 r=n 或第 r+1 个元素与它们不同），

则称它是一个极长同色连续段。(l,r) 的长度为 r-l+1。

Alice 希望最大化第 n 个时刻后序列所有极长同色连续段长度的最大值，Bob 希望最小化该值。

给定正整数 typ  {1,2}∈ 。

如果 typ=1，双方都会按最优策略行动，请求出最终序列极长同色连续段长度的最大值。可以

证明答案是确定的。

如果 typ=2，额外给出长度为 n 的序列 A。Ai  {0,1}∈ ，表示博弈的第 i 个时刻发生的决策为：

令 x 为唯一满足 px=i 的 1,2,…,n 中的正整数，将序列的第 x 个元素赋值为 Ai （可能发生宇宙射线

击中了第 x 个位置导致 ax,Ai  {0,1} ∈ 且 ax ≠ Ai 的情况）。请求出对于 i=0,1,…,n，如果第 i 个时刻

及之前都按照 A 序列的决策博弈，第 i 个时刻结束后双方都按最优策略行动，最终序列中最长同色

连续段的长度。

数据范围

对于所有数据，保证：
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 1 ≤ T ≤ 2 × 105, 1≤ n≤ 2× 105, 1 ≤ typ ≤ 2, 1 ≤ Σ n ≤ 2 × 105。

 p 是 1… n 的一个排列。

 ai {-2,-1,0,1}∈ 。

 Ai {0,1}∈ 。

子任务编号 T ≤ n ≤ typ= Σ n ≤ 特殊性质 分值

1 2 × 105 2 × 105 1 2 × 105 A 3

2 40 20 2 40

无

9

3
200 200

1
200

10

4 2 8

5 2000 1000
1

2000 8

6

2 × 105 2 × 105 2 × 105
B

14

7 2 11

8 1
无

17

9 2 20

特殊性质 A: 保证 ai {0,1}∈ 。

特殊性质 B: 保证 p 和 a 在长度为 n 且符合限制的序列中随机生成。

解题过程

约定

记满足 ai=0 的位置为 0 点。

记满足 ai=1 的位置为 1 点。

记满足 ai=-1 的位置为 A 点。

记满足 ai=-2 的位置为 B 点。

记在排列 p 的小根笛卡尔树中，子树 u 内编号最小的点为 uL。

记在排列 p 的小根笛卡尔树中，子树 u 内编号最大的点为 uR。

记以 uL 为左端点，uR 为右端点的闭区间为区间 u。

若 u,v 及两者间的所有点同色，则称 u,v 连通。

若两个区间的交集为空集，且两个区间并集中的正整数从小到大排序后相邻两项的差为 1，则

称两个区间相邻。

若三元组 (x1,x2,x3),(y1,y2,y3) 满足 x1 ≤ y1,x2≤ y2,x3≤ y3 则称 (y1,y2,y3) 被 (x1,x2,x3) 支配。
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Subtask 1

Alice 和 Bob 全程未参与博弈，可以线性计算答案。

Subtask 2

第 i 个时刻的最优决策仅依赖于第 1,2,…,i-1 个时刻的决策。

在决策树上搜索，时间复杂度为 O(n22n)。

Subtask 5

建立排列 p 的小根笛卡尔树。

结论 1：如果 u 满足，笛卡尔树上 u 子树内含有 B 点，那么 Bob 总可以选择一种最优策略使

得游戏结束后不存在包含子树 u 内所有点，但不以子树 u 内的点为端点的同色连续段（也就是在区

间 u 的基础上两侧至少各向外延伸一个点）。

证明：考虑如果存在这样的一个局面，翻转子树 u 内决定时刻最晚的 B 点，一定不会使答案变

大。

由题意得，答案满足可二分性。

二分答案，问题转为判定答案是否不超过 limit。

由小根笛卡尔树性质，当 u 做决策时，区间 u 外左相邻同色连续段的颜色 cL 和右相邻同色连

续段的颜色 cR 已经固定。

如果区间 u 内不包含 B 点，那么决策是好刻画的，需要记录区间内所有可能的情况中最长前缀

0/1 长度，后缀 0/1 长度，同色连续段长度。

如果区间 u 内包含 B 点，假如额外固定了区间 u 外左相邻的极长同色连续段颜色长度，那么

在子树 u 内：

 Bob 的决策为在答案不超过 limit 的情况下最小化区间 u 的后缀极大 cR 同色连续段长度。

 Alice 的决策为优先让答案超过 limit，在此条件无法达成的情况下最大化区间 u 的后缀极大 cR

同色连续段长度。

可以证明区间 u 的后缀极大 cR 同色段长度在双方的博弈下可以唯一确定。

记 dpu,cL,cR,wL 表示区间 u 与长度为 wL 的 cL 同色连续段左相邻，与 cR 同色连续段右相邻，则

最终后缀极大 cR 同色连续段长度是多少，如果已经决策的点中已经有同色连续段长度超过了

limit，那么记此 dp 值为 limit+1。
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状态转移方程略。

时间复杂度 O(n2 log n)。

Subtask 4

每次询问当成一个新的 typ=1 的问题做。

时间复杂度 O(n3 log n)。

Subtask 3

考虑记录另一种信息。

如果区间 u 内包含 B 点，那么记录区间 u 内，前缀极长 cL 同色连续段长度 lenL，后缀极长

cR 同色连续段长度 lenR，极长同色连续段长度 len，就能刻画区间 u 对区间 u 以外的影响。

那么子树 u 就可以用若干个三元组 (lenL,len,lenR) 刻画。

定义三元组 (L,M,R) 合法当且仅当 Bob 存在一种策略使得无论 Alice 采取怎样的策略，最终三

个实际长度不超过 L,M,R。

如果子树 u 可以选择对子树外的影响为 (lenL,len,lenR)，那么也可以选择对子树外的影响为被

(lenL,len,lenR) 支配的三元组。

结论 2：如果子树 u 内包含至少一个 B 点，那么可以视作 Bob 控制了子树 u 的策略，可以选

择对子树外的影响为合法的三元组中的任意一个。

证明：如果子树内只含一个 B 点，结论显然成立。

如果左右儿子的子树恰有一个包含至少一个 B 点，结论显然成立。

左右儿子的子树都包含至少一个 B 点，那么：

 父亲是 0/1 点时，结论显然成立

 父亲是 A 点时，合法的三元组为父亲是 0 点时合法三元组，与父亲是 1 点时合法三元组的交集

 父亲是 B 点时，合法的三元组为父亲是 0 点时合法三元组，与父亲是 1 点时合法三元组的并集

因此对于父亲子树结论成立。

综上，结论成立。

对于子树 u，合法的三元组可能有 O((uR-uL)3) 种。

注意到由于结论 2 成立，被另一个合法三元组支配的合法三元组是无用的，Bob 选择支配它的

三元组永远不劣于选择此三元组。
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结论 3：子树 u 内，如果前缀 lenL 个点包含了多少个 B 点，后缀 lenR 个点包含了多少个 B

点，都确定了，那么满足此条件的子树 u 的不被其他合法三元组支配的合法三元组构成的集合大小

为 0 或 1。

证明：假如以取出 lenL 包含的最后一个 B 为起点的序列，那么 lenL 可以取到除了第一个元素

以外全是 A 点，且所有元素都在第一个元素的子树中，满足这两个条件的最长前缀。

易证这也是 lenL 所能取到的极限，且不会对 len 与 lenR 造成影响。

对称后可以得到 lenR 所能取到的极限。

由于 lenL，len，lenR 互不影响，因此集合中不存在合法三元组，或存在且仅存在一个合法三元

组。

记 dpu,cL,cR,wL,wR 为子树 u 左相邻同色段颜色为 cL，右相邻同色段颜色为 cR，所有合法的三元

组 (lenL,len,lenR) 中，lenL 覆盖了恰好 wL 个 B 点，lenR 覆盖了恰好 wR 个 B 点的情况下，len 的

最小值是多少，如果不存在满足此条件的合法三元组，记 len 最小值为 n+1。

时间复杂度为 O(n4) ，常数较小。

可能存在常数极小的 O(n4 log n) 做法，或 O(n3 log n) 做法。

Subtask 6

结论 4：如果一个区间 [l,r](l ≤ r) 满足存在 l ≤ x < y < z ≤ r 使得 x，y，z 都是 B 点，且

py>px,py>pz，那么 Bob 总可以在答案不增大的情况下使游戏结束后区间 [l,r] 不全同色。

由结论 1 自然得证。

在随机数据下可能同色的区间包含的 B 个数上界期望为 O(log n)。

因此 dp 的时间复杂度为 O(n log4n)，常数极小。

可能需要一些优化技巧比如转移时跳过被支配的三元组。

Subtask 7

询问按照 p 从小到大更改，因此笛卡尔树很多节点的 dp 值不需要重算，只需要更新更改的节

点 u 在笛卡尔树上的根链上的所有节点的 dp 值。

在随机数据下根链长度上界期望为 O(log n)。

因此时间复杂度为 O(n log5n)，常数极小。
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可能需要一些优化技巧比如转移时跳过被支配的三元组。

Subtask 8

如果观察了足够多的数据你会发现一件神奇的事情：Bob 总可以在答案不增大的情况下使游戏

结束后所有同色区间包含的 B 点个数小于 4。

接下来将详细证明这个性质。

结论 5：存在一个常数 K，满足对于任意 u，子树 u 内，所有没被其他合法的三元组支配的合

法三元组的 lenL 不会覆盖超过 K 个 B 点，lenR 不会覆盖超过 K 个 B 点。

证明：首先把所有 0 点和 1 点的决策时间提到所有的 A 点和 B 点之前，不会造成任何影响。

如果子树中恰好包含一个 B 点或不包含 B 点，结论成立。

如果左右儿子的子树都含有至少一个 B 点，那么考虑合并过程，u 的 lenL 只会从左儿子的

lenL 中选择。同理，u 的 lenR 只会从右儿子的 lenR 中选择。因此，子树 u 中结论成立。

如果左右儿子中恰有一者含有至少一个 B 点：

如果 u 是 0 点或 1 点或 A 点，那么覆盖的 B 点个数不会增加，结论成立。

如果 u 是 B 点，由于结论 2 成立，有一个儿子的子树被 Bob 控制决策，而另一个子树的决策

是可预料的（因为不含 B 点）。

不妨假设左子树包含至少一个 u。

容易得出 cL 是否与 cR 同色对子树 u 的作用与 cL 和 cR 具体是什么的作用等效。

如果左子树中 cL 和 cR 相同时的 dp 值与 cL 和 cR 不同时的 dp 值相同，那么可以视作左子

树先选择策略，u 后选择颜色。

如果左子树中 cL 和 cR 相同时的 dp 值与 cL 和 cR 不同

令 f 代表 cL 和 cR 相同这个命题的真假。

那么子树中存在两种策略分别对应 f 为真与 f 为假的情况。

那么如果 Bob 采用 ¬ f 的策略，那么只可能会影响到 lenL 和 lenR 中的一者，且 Bob 可以自

由选择影响哪边。我们称这种策略为影子策略。

如果存在一种情况满足左子树的 lenR 已经包含了 K 个 B 点，并且与 u 子树外右相邻的同色

连续段中的点连通，那么依据 Bob 在左子树是否采用影子策略，并选择影响左子树的 lenR，与 u
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节点颜色是否改变，可以分讨出这种情况一定会被另一种情况的合法三元组支配，因此不会存在

lenL 或 lenR 覆盖了超过 K 个 B 点且未被支配的情况。

综上，得证。

结论 6：结论 5 的 K 紧下界为 1。

下界不为 0 显然。

可以把 K=1 代入结论 5 的证明，得出 K 可以取到 1。

由于上文的 dp 保证了所有同色连续段都满足存在一个点 u，此同色连续段由左儿子的 lenR，

点 u，右儿子的 lenL 拼接而成，由结论 6，K 可以取 1，三部分各自最多贡献一个 B 点，因此同

色连续段覆盖的 B 点个数不超过 3。

时间复杂度 O(n)，常数较大。

Subtask 9

注意到所有 0 点和 1 点的决策时间改变不影响问题的答案，而制约算法的瓶颈在于根链长度。

这启发我们重排 0 点和 1 点的笛卡尔树形态，尽量减小树的深度。

由于每次只会改变 p 值最小的点，更改后其成为 0 点或 1 点，因此仿照 splay 建出已经修改过

的点的笛卡尔树，每次修改时顺便把修改节点旋转到根，即可保证复杂度正确。

时间复杂度 O(n log n)，常数较大。

一种不同的解法？

李秉霈同学分享了一种全新的做法：

二分答案 limit 后，可以视作限制了所有 [l,l+limit] 的区间都包含两种颜色，按照时刻从后往前

处理每个点，经过一系列合并或翻转操作后可以在正确的时间复杂度内判定是否满足限制。

赛时也有选手想到了此解法。

总结

本题是一道思路较为简单的动态规划题，考察了选手对于笛卡尔树，贪心，树型 DP 的深刻理

解。

然而另一种不同思路的做法有待研究。
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