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题意简介

给定一棵树和其上的 m 条点对 (ai, bi)，要求你给树上每条边定向，使
得 ai 不能到达 bi，求字典序最小的定向。



吐槽环节



算法一

对于 n ≤ 15,m ≤ 50 的测试点，我们可以暴力枚举每一条边的定
向，并计算答案。



算法二

先考虑特殊性质 A。容易发现注意到如果 (ai, bi) 中满足 ai 与 bi
在树上始终不相邻，则我们可以将树上的顶点染为红色和蓝色，使得
同色顶点均不相邻。

容易发现所有好的定向只有两种：将所有红色点连向蓝色点，或
者将所有蓝色点连向红色点。

因此，我们只要令第一条边的定向为 0，进而确定其它边的定向。



算法三

特殊性质 B 是供 2-SAT 算法通过的。令 xi = 1 表示 1− i 边定向
为 1 → i。则所有的限制形如：xi = 0, xi = 1，或
xi = 1 → xj = 1, xj = 0 → xi = 0。

直接用字典序贪心将它转化为 O(n) 次判定操作，可以得到
O(n(n+m)) 的做法。但注意到我们可以先用 dfs 搜出所有 xi 必须为
1 或者必须为 0 的 i。之后，我们每次找到一条输入编号最小的值还未
确定的 xi, 确定 xi，并 dfs 得到由它确定的其它变量的值。这样，复杂
度可以做到 O(n+m)。



算法四

考虑如果固定一些边的定向之后，如何（多项式地）判断是否存
在一个符合条件的定向。

如果一个点对 (ai, bi) 满足：ai 到 bi 的路径上已经有一条反向的
边了，ai 已经无法到达 bi, 删去这一点对。

如果一个点对 (ai, bi) 不满足条件，就说明不存在一个符合条件的
定向。

如果一个点对 (ai, bi) 满足：ai 到 bi 的路径上没有反向的边，且
恰好有一条边没有被定向，那么这条边的定向必定与 ai → bi 有向路径
上的定向相反。我们确定这条边的定向，并删去这个点对。

不断这样做删除点对的操作，直到不能操作了为止。那么此时，
我们将所有已经定向的边缩点，就转化到了特殊性质 A 的情况。因此，
符合条件的定向是存在的。



算法四

对每个点对 (ai, bi)，我们维护 ai → bi 上定向未确定的边和反向
的边的个数。我们每次确定一条边的定向之后，更新所有包含这条边
的点对。这样，我们可以 O(nm) 的解决判定问题。

用 O(n) 次判定，我们可以求出字典序最小的定向。我们自己得到
了 O(n2m) 的算法。



算法五

注意到我们不用每次都推倒重做，而是一边做删除点对的操作，
一边决定字典序最小的定向。

如果一个点对 (ai, bi) 满足：ai 到 bi 的路径上已经有一条反向的
边了，那么不必考虑这条路径。

如果一个点对 (ai, bi) 满足：ai 到 bi 的路径上没有反向的边，且
恰好有一条边没有被定向，那么这条边的定向必定与 ai → bi 有向路径
上的定向相反。我们确定这条边的定向，并删去这条路径。

如果没有找到可以删除的点对，则我们找到第一条定向未确定的
边，将其确定为 0。（类似特殊性质 A 的分析，可以证明这样好的定向
依然存在）

这样复杂度可以优化到 O(nm)。



进一步优化的目标

我们维护一个“待处理”边的队列。我们需要做到：每次确定一条
边的定向之后，找出所有新的待处理的点对 (ai, bi)，使得：ai → bi 恰
好有一条边定向未确定，其它边定向与 ai → bi 的定向的相同。

可能的优化方法有很多。可能有分块、启发式合并、树链剖分、动
态点分治，倍增，甚至随机化。后面几个个都能导向
O((n+m)poly(logn)) 的算法。篇幅所限，这里我们仅介绍两种方法。



算法六

我们可以把该算法看成一个不断合并、缩点的过程。具体来说，
假设 (ai, bi) 已经在树上相邻，则我们将其定向为 bi → ai，并按上述
操作将 ai, bi 两个点缩成一个点，并删去已经满足条件的点对。

如果不存在这样的 (ai, bi)，那么在字典序最小的方案中，第一条
未确定的边定向一定是 ui → vi 的形式。



算法六

考虑使用启发式合并优化此算法。我们需要对每个点（或之后合
并产生的“大点”）记录 (比如用 set)：在缩点后的树中所有与它相邻
的点，在缩点后的树中所有含有此点的组对 (ai, bi)。

每次合并时，我们需要找到新的相邻 (ai, bi)。假设我们将 (u, v)
合并，且 u 所代表大小不小于 v。则我们将 v 的信息合并至 u 的信息。
且我们需要一一检验所有含有 v 的点对 (ai, bi) 是否在树上相邻。此外，
我们还要枚举 v 在树上所有的邻接点，判断 v 与其邻点是否需要合并。

我们很难在每次缩点后“删去”已经满足条件的边。但实际上，这
个过程可以替换为：在每次处理一条边的时候，用并查集检验它在原
树上是否能决定一条定向未固定的边的定向。



算法七

使用树链剖分 + 线段树。将 ai → bi 拆分成 O(logn) 条轻边和
O(logn) 条重链，每条重链再拆成 O(logn) 条线段树上的节点。

对线段树上每个节点代表的链，维护它含有的定向未确定的边的
个数。每当个数 ≤ 1 时，检查所有 ai → bi 是否需要删去。

这样，每条路径被检查了 O(log2 n)。这样时空复杂度均为
O((n+m) log2 n) 的。使用全局平衡二叉树可以强行做到
O((n+m) logn)。



算法八

前述的做法可以换成倍增。对路径 ai → bi，我们拆成从 LCA 出
发或到达 LCA 的两条路径，再拆分成两条长度为 2 的幂的路径。

对 (u, k)，记录 u 到它的 2k 级祖先的的路径上是否只有 ≤ 1 条边
的定向未确定，确定的边的定向是是全向上/全向下/混合。如果有 = 1
条边未确定，还有记录这条边的编号。

每个 (u, k) 由 (u, k − 1) 和 (ancu,k−1, k − 1) 转移而来。每次确定
一条边的定向之后，自下而上用记忆化 dfs 更新 (u, k) 的信息。(u, k)
的信息更新后，检验含有 (u, k) 的点对。

这样，每个 (u, k) 最多被更新 O(1) 次，且每个点对也最多被处理
O(1) 次。我们的时空复杂度可以做到 O(n logn+m)。

这些个做法常数都比较大。如果谁现场想出更好的做法，欢迎现
在就上台分享！
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